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Resumo. Um dos problemas da otimizagao lopoldgica de estruluras é a existéncia de
regioes de valores intermedidrios da varidvel de projeto, fato que dificulta uma interpre-
tacao univoca da configuracao final. FExistem diversas alternalivas para amenizar este
problema, tais como: a penalizagao da func¢ao custo ou a da rela¢ao constitutiva e o trata-
mento digital de imagens, com o objetivo de restringir o gradiente da varidvel de projeto.
Este trabalho mostra a otimizacao topoldgica de estruturas continuas em duas dimensoes,
com o objetivo de reduzir o volume da estrutura tendo como restricio a flexibilidade. E
estudada a utilizagao de uma funcao do volume como pardmelro de desempenho da es-
trutura, resultando, mesmo sem filtragem, em topologias com uma pequena propor¢ao de
valores intermedidrios da varidvel de projeto. O método dos elementos finitos é utilizado
para calcular o comportamento da estrutura. Os elementos utilizados foram triangulares e
quadrangulares. Formulou-se a otimizacao de estruturas continuas na qual a variavel de
projeto € apenas a densidade. Utilizou-se um esquema de filtragem e um controle de gra-
diente de densidade que permitem controlar a complexidade da configuracao final, além de
evitar problemas de instabilidade de tabuleiro (checkerboard) em malhas com elementos de
baiza ordem. Os pardmetros do filtro e do controle de gradientes sao espaciais, garantindo
a independéncia da discretizag¢a no resultado final. Os resultados sao comparados com a
literatura, demostrando a validade da formulacdo aqui proposta.
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1. INTRODUCAO

A otimizacao topoldgica tem como objetivo estudar a conectividade étima dos elementos
de uma estrutura submetida a carregamentos e a condi¢oes de contorno pré-estabelecidas.
Assim, uma vez estabelecido o dominio de projeto, carregamentos e condi¢oes de contorno,
a otimizacao topolégica ird estabelecer quais sao as regioes que irao conter material e quais



as regioes que irao ficar vazias (Bendsge,1995).

Ao contrério da otimizacao de forma, a otimizacao topoldgica permite efetivamente
obter furos na peca, o que significa remoc¢ao de material. Ainda, a otimizacao topoldgica,
por ser muito sensivel as condigoes de contorno e ao carregamento (Bendsge,1995), permite
uma investigagao da influéncia da posigao do carregamento e das condicoes de contorno
na fase de concepcao de um projeto.

A introducao de microestruturas parametrizadas na formulacao da otimizacao topolég-
ica propiciou um grande salto no desenvolvimento desta drea. Com isto obtiveram-se
topologias 6timas, nem sempre praticas do ponto de vista da engenharia. Por este mo-
tivo, buscam-se alternativas que permitam obter topologias sub-6timas, minimizando a
presenca de material composto, o que facilita a interpretacao e construcao da topolo-
gia obtida. Diversos autores utilizam penalizagoes do tensor constitutivo (Bendsge,1995)
juntamente com a tradicional formulacao de minimizacao de flexibilidade com restricao
de volume. Ainda do ponto de vista da engenharia, um controle sobre a complexidade
da topologia final é sempre desejdvel uma vez que custos de producao estao diretamente
envolvidos com a complexidade geométrica.

O objetivo principal dos projetistas é reduzir o custo final de seus projetos. (Geral-
mente um dos indicadores de custo é a quantidade de material empregado, principalmente
na indistria aerondutica. Assim, a escolha do volume da estrutura como funcao objetivo,
juntamente com uma penalizacao que nao age sobre o tensor constitutivo, permite obter
topologias com pequenas dreas de densidade intermedidria. Devido ao grande custo com-
putacional do processo de otimizacao, uma abordagem que utiliza apenas uma varidvel
de projeto, tal como a abordagem direta por densidades, permite obter a topologia com
menos tempo de processamento.

Este trabalho utiliza elementos finitos de baixa ordem, juntamente com controles de
gradiente, que permitem obter topologias bem definidas e sem a presencga de instabili-
dades, tais como a instabilidade de tabuleiro (Dfaz & Sigmund, 1995). Ainda, ¢ proposta
uma técnica de controle de topologia, onde o usudrio pode controlar a variacao da den-
sidade ao longo do dominio de projeto (gradiente da varidvel de projeto). Embora os
métodos aqui apresentados sejam gerais, podendo ser aplicados em problemas tridimen-
sionais, serao apresentados somente resultados bidimensionais, devido ao menor tempo de
processamento e facilidade de visualizacao.

2. EQUACOES DE EQUILIBRIO DA ELASTICIDADE 2D

Para simplificar a apresentagao da teoria e conceitos, somente problemas de estado plano
de tensao serao considerados. A hipdtese de estado plano de tensoes remete a algumas
simplificacoes cinemdticas
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onde u;, uy € uz sao os deslocamentos nas direcoes ortogonais do sistema cartesiano de
coordenadas.

Utilizando a abordagem direta por densidades (Bendsge,1995), o tensor constitutivo
¢ parametrizado diretamente por uma densidade p, de acordo com a Fq. (2),
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onde I, € o tensor constitutivo de quarta ordem da elasticidade isotrépica linear e V) éo
volume total do dominio. Esta parametrizagao corresponde ao limite superior (inatingfvel)
das propriedades de uma mistura (Swan & Kosaka, 1997).

De acordo com o principio da energia potencial total, podemos obter o funcional da
Eq. (3) onde a densidade p ¢ introduzida por meio do tensor constitutivo E.
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O vetor t representa as forcas externas que agem sobre o corpo e o vetor u representa o
vetor de deslocamentos. Sao consideradas somente deformacoes infinitesimais €.

Da minimizac¢ao do funcional da Eq. (3) em relacao aos deslocamentos, juntamente
com a conveniente interpolacao do campo de deslocamentos, obtemos a equacao de equi-
librio (4) da aproximagao por elementos finitos, implicita com a densidade p.

K(p)u(p) =1 (4)

onde K(p) é matriz de rigidez, u(p) € o vetor de deslocamentos e f ¢é o vetor de forgas da
estrutura.

Neste trabalho sao utilizados os elementos retangulares isoparamétricos de quatro nés
e os elementos triangulares GT9 (Yuqiu & Yin, 1994), com graus de liberdade de rotagao
de membrana. Ambos os elementos sao de baixa ordem, o que propicia o aparecimento
da instabilidade de tabuleiro.

3. FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

A abordagem direta por densidades tem a tendéncia de gerar muitas dreas com densi-
dades intermedidrias, que correspondem a regioes com material “composto” isotrépico.
O aparecimento dessas regioes dificulta a interpretacao da topologia final, o que nao é
desejdvel. (Bendsge,1995) propoe uma parametrizagao alternativa a apresentada na Fq.
(2), onde a densidade p ¢ penalizada por um expoente n , de acordo com a Eq. (5).

Eiji (z) = p ()" By, (5)

Essa penalizacao, que age diretamente sobre o tensor constitutivo, tem como objetivo
fazer com que valores intermedidrios de densidade impliquem em um alto custo da funcao
objetivo, o que tende a gerar topologias com poucas dreas de densidades intermedidrias.
No entanto, a interpretacao da topologia obtida nao pode mais ser realizada sobre a
distribuigao de densidades pois a relacao dada pela Eq. (5) é nao linear, o que pode
provocar interpretagoes equivocadas da topologia final.



Com a mesma parametrizagao do tensor constitutivo, sem penalizagao, Eq. (2), &
proposta a minimizagao de volume, com restrigao de flexibilidade, de acordo com a FEq.(6):

Min V= f(p") (6)
suj By < Fh‘mk
k = 1..nc

onde V é o volume total do corpo, Fj é a flexibilidade correspondente ao carregamento
k, Fim, ¢ a restricao de flexibilidade correspondente ao caso de carregamento k € nc é o
nimero de casos de carregamento. O volume € colocado como uma funcao da densidade p,
penalizada por um expoente n, que nao possui nenhum relacionamento com o expoente da
Eq. (5). A fungao deste expoente é penalizar a func¢ao objetivo, sem nenhum efeito sobre
o tensor constitutivo. De forma discreta, a formulagao da Eq. (6) pode ser apresentada
como

Min 337 pitids (7)
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Os resultados obtidos com esta formulacao contém poucas dreas com densidade inter-
medidria, sem mascarar a relagao entre o médulo de elasticidade e a densidade (Fonseca,
1998). Uma boa escolha para o expoente de penalizacao n € de 1/8; selecionado heuristi-
camente.

4. IMPLEMENTAGCAO COMPUTACIONAL DO PROCEDIMENTO DE
OTIMIZACAO

Neste trabalho é utilizada a abordagem direta por densidades, que assume que as pro-
priedades do material sao simplesmente uma fracao das propriedades do material base, de
acordo com a Fq. (2). A varidvel de proporgao p ¢ a varidvel de projeto do problema de
otimizacao, podendo assumir valores na faixa [1073,1]. Valores muito baixos de p podem
acarretar instabilidades numéricas na solucao por elementos finitos.

O algoritmo de otimizacao utilizado é a programacao matemdtica linear seqiiencial,
ST.P, disponivel na biblioteca de métodos numéricos SLATEC (Hanson & Hierbert, 1981).
A escolha desse método se deve a facilidade de operacao, ao nimero de bibliotecas numéri-
cas disponiveis e ao fato de ser um método solidamente estabelecido na literatura. A chave
para utilizacao do SLP é limitar a variagao das varidveis de projeto a cada iteracao, de
modo que os gradientes obtidos no ponto inicial se mantenham precisos, dentro de uma
faixa linear. A estratégia de filtragem deste trabalho é aplicada sobre os limites mdveis
da varidvel de projeto, restringindo os seus gradientes (Fonseca, 1998).

5. FILTROS E CONTROLES DE GRADIENTE

Para evitar a presenca da instabilidade de tabuleiro (checkerboard), muitos pesquisadores
tém utilizado elementos finitos de alta ordem (Fernandes, 1992), ou técnicas de filtragem
que suavizam a distribuigao da varidvel de projeto ao longo do dominio (Swan & Kosaka,
1997). Devido ao grande tempo de processamento inerente ao processo de otimizagao, a
utilizacao de elementos de alta ordem se torna proibitiva. Isso leva a necessidade de se



utilizarem processos de filtragem para obter uma topologia sem a presenca da instabilidade
de tabuleiro.

Neste trabalho sao propostas duas técnicas que permitem obter topologias claras,
sem a presenca de grandes dreas de material intermedidrio. Uma primeira técnica é de
filtragem, onde o filtro é aplicado diretamente sobre os limites méveis do processo de
programacao matemdtica. A outra técnica é a de um controle de gradiente, inserido na
formulagao diretamente como uma série de restrigoes sobre os valores das varidveis de
projeto.

A estratégia de filtragem utilizada neste trabalho é uma adaptacao espacial do filtro
de vizinhanca fixa apresentado por (Swan & Kosaka, 1997), que considera vizinhos de
aresta e de né. No filtro original, cada vizinho de aresta é considerado um vizinho de
primeira ordem e os vizinhos de vértices sao considerados de segunda ordem. Para cada
tipo de vizinho, existem pesos w; e wy com valores fixos. A expressao para esse filtro esté
apresentada na Fq. (8), onde V; ¢ o volume do elemento i.

_ piVi + w1 Y25 pi Vi +we 3, piV
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A desvantagem desse filtro é nao ser espacial, sendo, assim, dependente da discretiza-
¢ao do dominio. Propoe-se uma alternativa para tornar esse filtro espacial, utilizando o
conceito de pesos lineares com a distdncia entre centréides. Com isso obtem-se a seguinte
formulacao
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.o max T 9
wJ Rma:c ( >
_ Z?il Wj
w — -4 -~ v
nv
by = piVi +W 332 psV;

Vi +E2?ile

onde nv é o niimero de vizinhos definidos, R,.. é o raio de abrangéncia do filtro e W é
o peso médio, obtido pela média simples entre os pesos lineares relativos a cada vizinho.
Os vizinhos sao obtidos por uma varredura de raio fixo, em torno de cada elemento, o que
torna esse filtro espacial e independente da discretizagao. O pardmetro ajustdvel dessa
formulagao é o raio de varredura. R;;é a distdncia entre os centrdides dos elementos
i e j. A alteragao proposta na FEq. (9) acrescenta o cardter espacial as caracteristicas
volumétricas da formulagao original. Como o presente trabalho utiliza um algoritmo
SLP de programacao matemdtica, surge naturalmente a idéia de utilizar o processo de
filtragem sobre os limites méveis de cada elemento e nao sobre a densidade de cada
elemento. Assim, a filtragem é aplicada sobre a programacao matemadtica e nao sobre o
campo atual de densidades. Com isso, obtem-se um filtro espacial volumétrico embutido
na rotina de otimizagao e nao uma mudanca artificial da distribuicao de densidades da
topologia. Isso implica em, uma vez calculados os limites méveis para cada varidvel de
projeto, aplicar a filtragem sobre cada um dos limites, considerando os limites mdéveis
dos vizinhos definidos Obtem-se, assim, uma distribuicao de limites méveis que impede o
aparecimento da instabilidade de tabuleiro. De um modo grosseiro, o raio de abrangéncia
do filtro j4 se constitui em um controle da complexidade da solucao final, pois grandes
raios de varredura implicam em variacoes mais suaves da varidvel de projeto ao longo do



dominio.

Esse processo de filtragem permite obter topologias sem instabilidades numéricas, mas
nao permite obter um controle efetivo sobre a complexidade final da topologia gerada no
processo de otimizacao. A complexidade da topologia final estd diretamente ligada a
variagao da varidvel de projeto (densidade) no dominio de projeto. Assim, um controle
que permita impor valores limites de gradiente ird atuar sobre a complexidade final da
topologia obtida. Para isso, é proposta a formulacao

Min V(p") (10)
Sug ffug < Flim,
Vel < Vpiim
k = 1l..nc
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onde a restricao de gradiente é adicionada & formulacao do problema de minimizacao
aqui proposto, obtendo-se a formulacao de minimizagao de volume com restricoes de
flexibilidade e de gradiente de densidade. Isso permite o controle da complexidade da
topologia obtida, uma vez que o nimero de furos estd relacionado com o gradiente da
varidvel de projeto no dominio.

De um modo geral, podemos escrever o problema de programacao linear na forma da

Eq. (11) (Haftka & Giirdal, 1996),

Min Tp (11)
Suj Ap=w
me S P S psup

onde a fungao objetivo possui restrigoes lineares e limites méveis (py,; € pyyp)s que sao
introduzidos artificialmente de modo a impedir que variacoes exageradas da varidvel de
projeto impliquem na invalidade das hipéteses de linearidade.

A formulacao proposta tem como restricoes: a flexibilidade referente a cada caso de
carregamento e a variagao da densidade ao longo do dominio. A restricao de flexibilidade é
nao-linear e implicita com relacao a varidvel de projeto. Devido ao fato de ser utilizado um
procedimento linear de solucao do problema de otimizacao, faz-se necessdrio linearizar a
restricao de flexibilidade. Isso é feito utilizando apenas os termos lineares de uma expansao
em série de Taylor, de acordo com a Eq. (12 ).

Fy(p) = Fr (po) +>_ (pi — po) Vi, (12)

Agrupando-se na forma da Fq. (11), obtemos a restri¢ao linearizada de flexibilidade,

Eq. (13),

V|, 2 < Flimy, — I (o) + D po VT Fil (13)

onde Fi,, ¢ a flexibilidade limite do caso de carregamento % .
Podemos definir o gradiente da varidvel de projeto de acordo com a Eq. (14),

Pi — Pi
sz-j =2 (14>

onde i é o elemento central e j é um vizinho qualquer (i # j). l; é a distancia entre os



centréides dos elementos i € 5. O gradiente da varidvel de projeto é restringido de acordo
com a Eq. (15),

’V/)z" < V Plimite (15>

onde o gradiente do elemento i em relagao ao elemento j ¢ definido na Eq. (15) € Vpymie
¢ o gradiente limite que se deseja impor a topologia. Reescrevendo a Eq. (15) na forma
apresentada na Fq. (11), obtemos a Eq. (16).
Pi — Vimlii > pi 2> pi + Viimli; (16)

O ntimero de restrigoes de gradiente para cada elemento é dado pelo nimero de vizinhos
definidos na vizinhanca. Quanto maior o nimero de vizinhos, mais efetivo serd este
controle.

Esste controle de gradientes envolve um custo computacional bastante elevado, pro-
porcional ao niimero de vizinhos escolhidos. Dessa forma, uma selecao de vizinhos préxi-
mos, que compartilhem arestas e/ou nés é aconselhada.

6. Resultados

Resultados obtidos com o uso da formula¢ao de minimizacao de volume, juntamente com
as técnicas de filtragem e controle de gradiente aqui propostas sao demonstradas. As
figuras aqui apresentadas seguem a mesma convencao de cores: quanto mais escuro o tom
de cinza, maior a densidade p.

Para demonstrar a minimizacao de volume de uma viga engastada, de dimensoes 8 x
5, conforme a Fig. 1, foi utilizada a estratégia de filtragem com um expoente de 1/8. O
dominio foi discretizado com 5796 elementos triangulares com rotagao de membrana, GT9.
A flexibilidade limite foi imposta como sendo 30% da flexibilidade méxima da estrutura
correspondente ao volume total. O volume final obtido corresponde a uma reducao de 35%
do volume total. A topologia final obtida é bem definida, com poucas regioes de material
intermedidrio. A segunda imagem da Fig. 1 corresponde a distribuicao de densidades
no dominio. Devido ao fato do expoente da FEq. (6) nao ser aplicado sobre a relagao
constitutiva, temos que as dreas escuras correspondem ao material base e as dreas claras
sao dreas em que a densidade atingiu o patamar minimo especificado. Como pode ser
verificado, o filtro impediu o aparecimento de qualquer instabilidade de tabuleiro.

Figura 1: Geometria e condices de contorno. A topologia final corresponde a uma reducao de
35% no volume.



Outro caso bastante discutido na literatura é apresentado na Fig. 2. As dimensoes do
dominio sao as mesmas apresentadas na Fig. 1. Constitui-se em uma estrutura bi-apoiada
com carregamento vertical. Fol imposta uma flexibilidade limite de 40% da flexibilidade
inicial, juntamente com a estratégia de filtragem (expoente 1/8). Conforme pode ser
verificado na Fig. 2, a topologia final é bem definida, nao apresentando instabilidade
de tabuleiro ou grandes dreas de densidade intermedidria. As convergéncias da funcao
objetivo e da restricao sao estdveis. O volume final obtido corresponde a uma reducao de
49,5% do volume inicial.

Figura 2: Estrutura bi-apoiada. Geometria, topologia final e convergéncia de volume e flexi-
bilidades.

2

Outro exemplo encontrado na literatura é apresentado na Fig. 3. Foi calculada a
resposta da estrutura da Fig. 3, cujo dominio é retangular de dimensoes 1x1. A estrutura
foi discretizada com 3600 elementos isoparamétricos bi-lineares de quatro nés. A segunda
imagem da Fig. 3 representa a topologia obtida. Foi utilizada a estratégia de filtragem
(expoente 1/8), obtendo-se uma redugao de 68% no volume. O controle de gradiente,

Figura 3: Geometria e topologia obtida para o problema bi-apoiado com trés cargas.

quando aplicado na estrutura da Fig.(1), com um valor que impega a formagao de ligagoes
internas, leva & topologia da Fig. 4. O resultado obtido estd de acordo com a estrutura
Stima, conforme observado por (Bendsge, 1994) e (Jog et ali,1993), entre outros.



Figura 4: Topologia obtida com controle de gradiente.

7. Conclusoes

Uma formulagao de minimizacao de volume com restri¢ao de flexibilidade foi apresentada.
Esta formulacao permite ajustar o grau de penalizacao da fungao objetivo, sem afetar
a relacao constitutiva. Essa formulacao, juntamente com um filtro e um controle de
gradientes aqui propostos, permite obter topologias bem definidas e sem a presenca de
instabilidades.

A presenca de pardmetros tais como expoente de penalizacao, raio de abrangéncia do
filtro e gradiente limite permitem controlar, em diferentes niveis, a complexidade final da
topologia obtida. Casos presentes na literatura foram abordados, demostrando a validade
da formulacao aqui apresentada.
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REDUCTION OF INTERMEDIATE DENSITY VALUES IN
STRUCTURAL TOPOLOGY OPTIMIZATION

Abstract One of the shortcomings of the structural topology optimization is the
apperance of regions with intermediate values for the design variable and checkerboards.
The existence of these areas presents an obstacle to the uniqueness of the interpretation

of the design. Among the many techniques to deal with this problem one can list

penalty factors in the cost function or the constitutive equation, and the use of digital

imaging algorithms to restrict the gradient of the design variable. This work presents a

topology optimization approach to minimize the structure’s volume while constraining
the compliance, using a density approach. A penalized cost function is introduced to
reduce the intermediate density area, and it is shown to be efective even without any
filtering. Checkerboading is avoided by using lower order elements combined whith
filtering. T'wo filtering strategies are shown: a gaussian-like ”averaging” filter and a

direct spatial gradient constraint. The results are presented comparing the effectiveness

of each technique against the literature.

Keywords: Optimization, Topology, Filtering, Gradient Control



